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Ly
i., _lilli#:ﬁ“% entusiastico slorzo che suil_c varie
re 4 guerra fra insuperabili eroiemi, le
e *Lle‘ld'r'll'lt:glia Faseista compiono eon-
IJ'I: I__uiususlun. dalle provvidense del I{:egnm_r
],t:f“ia 11_“"?4 interna della Nazione, cui ogni
5 iy ﬂeut'h 16¥e per il bene e 'ayvenire di li-
ﬁu“lﬂle el Mia, ha trovato 1'Ammministrazione
]‘ghp 3 Egtaficn pronta ed officiente alla diffi-
Mpgia”
Etll,a:tm::;:aa-“} Lireve tempo il complesso Iavnr.n
P%E ed j) ‘*:i?'llf .- Illl adatlamento, la P'usm 1nii-
 Armgy,. elegruly Lllu campo u!l seguito delle
the 22y o :til P-'.l‘l uﬂ_i.m I,f:rnlormh_ L.'LZ-’!‘:!D!\-'UJ-IU con
o Mty p Eﬂtlndmc il loro diflivile compito
Bikiy contribuisce efficacemente, dal lato

! b ow . |

alg T senbmentale, all’allo e cosciente mao-
;Eu*ll'ntmmi_'mlllw. cren, nell’ambito familiore,
ey, ot di sostegno e di conforto per cui

o,

'te% vi;ﬁuu;, le lfUliaie che da e riceve, vive lu
L 81oi cari ed alimenta e feconda la

M degli afferti familiari.
]“1; 'ni“l:u:iml un hil.mci:n Inrtr&mm?w p_aasim,
hhi':!.u arigy ll':flu non era in g‘rmlu di assicurare
i ¢l normali seryizi: la sua attrezza-
LT T epunta alle pecessita di essi, ne i
i 'ne]: A leenica erano stati abilmente uti-
L Mleresse (lell’ Amministrazione ¢ de-

l].uu. E
: Uz : ! .
Bioge 1 fone e il polengiamento dell’arga-
At - - 4
ftale telegrafica ebbero imizio con

POSTE E TELECOMUNICAZIONI
ﬂﬂ--xx ANNUALE DELL’ERA FASCISTA

la costituzione, avvenuta nel 1925, dell’Azienda
aAutonoma, Con § Cepo un Direttore generale, alla
quale nell'snno successivo segui il nuovo ordina-
mento del personale, meglio rispondente ai hi-
<ogni dei servizi, anche per la creazione di ruoli
tecnici.

Il Governo Fascista, convinto che a base fon
damentale del progressivo miglioramento e svi-
luppo dei servizi, dovevano essere:

«) il risanamento del bilancio;

b) I'clevazione materiale, morale ¢ professio-
nale del personale;

¢) il sano ambiente di lavoro;

d) il perfezionamento dei mezzi lecnici,
inizid subito quella metodiea ed avveduta operd
di ricostruzione, i eni benefici effetti sono stati
collandati, oltre che nel tempo [ruttuozamente
trascorso, dalle eccerionali necessith  costante-
mente superute in periodi aspri e gloriosi della
Nazione, quali la conquista dell'Impero, la guer-
ra ul bolscevismo ¢ quella attuale per la liberta
Jell'Ttalia nel suo mare e per la ginstizia fra i
popoli.

Dell’esplicuzione metodica di cosi vasto e com-
plesso programma si citano i piit importanti proy-
vedimenti e le principali vealizzazioni:

1" Eliminatn, senza scosse ol delicato conge-
la passivith del bilancio, questo,
amministrazione dei fondi o eon
venne condollo

gno dei servizi,
con un'oculata
I'anmentato gettito delle entrate,
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alla stabilita degli avanzi per cui 'Azienda aulo-
noma ha potnto versare allo Statv, dul 1925 in
poi, eirea 2 miliordi e ezzo di lire per avanzi
netti realizzali.

2 Llistitugione dell’Associazione Nazionale
Fascista dei Postelegrafonici ¢ del Dopolavorv po-
stelegrafonico ehe eonta 150 sezioni, dispone di bi-
Llioteche circolauti, vcinema-teatri, sale di con-
vegno, culupi sportivi, ed ha svolto numerosi corsi
di istruzione prolessionale e di lingue.

3* La costituzione dell’lstituto o Costanzo
Ciano » pei postelegralonici, con le sue gestioni
di garanzia, di previdenza ¢ di assistenza, lo quale
va dall’educazione degli orfani ¢ dei figli dei
postelegrafonici in appositi convitli e colonie, al-
I"assegnazione di borse di studiv, ai sussidi di
puerperio e di malattis ed ai prestiti al personale.

3% La creazione di corsi di specializzazione
tecnica-professionale.

4* La costruzione di numerosi edilizi per gl
uffici ¢ di un cospicuo pumero di fabbricati ad
uso di abilazivwe del personale.

Nel 1922 la massima parte degli uffici P. T.
statali era sistemata alla meno peggio in fabbri-
cati preai in affito: oggi 1"Amministrazione ha
un apprezzabile patrimonio edilizio (nel veaten-
nio somo stuli costruiti 160 edifizi con una spesa
di 353 milioni di lire e case di abitazione per
impiegati, con una spesa di 79 milioni di lire),
avendo domato quasi tutti i capoluoghi Jdi pro-
vincia ¢ molti centri secondari di decorosi nuovi
edifizi, pareceli dei guali a carattere monumen-
tale.

Si & costituito, cosl, anche un szano ambiente
di lavoro per il personale, che nei ceulri a pia
intenzo trafico ba visto diminuire la parte pii
faticosa delle sue attribuzieni, mediante impianti
meccaniei che provvedono al trasporto delle cor-
rispondenze e dei pacchi, ¢ sollevano carichi pe-
santi ai piani ferroviari.

Anche nei servizi contabili e stala data larga
applicazione alle macchine calcolatrici.

Con tali provvedimenti e stato possibile utiliz-
zare in modo pii efficace e pin redditizio il per-
sonale, assicurando cosi la regolarita dei servizi
non ostante il grande ineremento del traflico.

Aleune cifre di rafltonto fra il 1922 ¢ il 1941
daranmo un'idea dell’aumentato lavoro:

Iuors ento

a
I

per le corrispondenze postali . . . 102
— per i pacchi postai . . . . . . 34
— per i vaglia a tassa (valore). . . 102
— per le Cazse di risparmio postali
(credito dei depositanti). . . . 588
— per i conti correnti postali (mavi-
mento a valore) . . . . . . . 9336
eredito dei correntisti . . . . . . 8284
— per il traffico telegrafico. . . . . 99
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Le sole vartoline spedite in esenzione d’ g
dai mobilitati, raggiungono il numero di qil’
ranta milioni al mese ed il pagamente ﬂ“’g‘“‘
dagli uffici postali, delle pensioni, e degh all
goi alle famiglie dei richiamati raggionse nel
lu cifra di 11 miliardi di live. )

Iu relazione alla politica contro l'ul’hauwd
condotta dal Governo [lascista, si & provve _“m'
estendere i servizi rurali ed oggi non vi © $ A
di territorio nazionale, per guanto lmlluﬂ;‘ﬂﬂ
pentri abitati, che non abbia, comungues #

il servizio postale. ol

Nel 1922 i collettori e gli agent: pu:aiaﬂ r“[ﬁﬂ
erano poco pia di 11.000, oggi sone cired ==
con un incremento di olire il 21 %; nel ™
simo periodo di tempo gli stabilimenti c‘:usﬂl:"
vizio telegrafico somo stali awmentati d& 15
9200 (23 %) ed i servizi postali automolt,
sono stali portati da 900 a 2135 (137 %
mento). e

In conseguenza della estensions del aﬂ'“flnj'g
legrafico, lo sviluppo delle relative linee i
sato da 59.000 a 09.000 km. (incremedioy
17 %), ma quests cilva non e del tutto o’
tiva delle nuove opere realizzate in Lale ol
dall’ Amministrazione, perchi essa nel “‘:"ﬂ_t v
ha provveduto, sfruttando i moderni ritr o gy
i progressi della tecmica, a creare I.l“ma'r:i,:‘nd'
portanti vomunicazioni telegrafiche ™ gy
gireuili telefonici solterranei, mediante 1'apl s
zione dei sistemi di telegrafia a quuepﬂﬂ Al
stica od infracustica o sopracustica, Tali cm&id’
cazioni, sottratte alle influenze estern® df,]u
rano in gualunyue tempo, il celere inoltr®
porrispondenza. ol l}:"

Una grande affermazione della politic? = g
I'industria italiana I realizzata con “_,ul.{"'
compiuta dalla Societd ltuleable, dei '-'-B”Pﬂ'ﬂr
marini colleganti I'ltalia alla Spagna, A
wallo, al Belgiv, all’America del Nord ed 88 ° g
rica del Sud. Opera colossale, alla quﬂl“.Pﬂﬂnﬂf
patono con propri capitali anche i 1'1"5“"1““.-)"
zionali del Snd America e che valse ad ﬂlt of I
I'ltalia dalla servitu di dovere scrvirﬁ'l gl
propria corrispondenza, dei servizi cablv
esteri. > (}o"dﬂﬂ

Circa il servizio telefonico, nel 1922 il i "
Nuzionale, constatato il defieiente stal® dcs,,,ﬂ“ﬁ
pianti, provvide prima di ogui altro, j.nw.‘.
rapidamente a compimento le olmre.lﬂfsﬂi [
mettere gli impianti esistenti in condizion! gul’:
sonamento e ad iniziare lo stdio dell? ety
all'industria privata del servizio ,..-lu_mﬂ rilﬂi’l
di quello interurbano di secondaria 1,,1!:0 e

La rete teleloniea interurbana, cusiitt“_m hfﬂ"g
eselusivamente da linee aecrce, vepnt ]“ﬂri :
tempo arricchita di oltre 10,000 nhﬂ“‘jﬂnﬂ’-"
conduttori mercd attivazione del ¢avo
neo fra Torino-Milano ¢ Genova.

Venne portato a termine lo studi 5
rete di comunicazioni in cavo sotter ™!

f
o diund £, ¢




e

[Tayy.
i Wide ad yna prima crogazione straordinaria
Vit u-{'UU.tm di lire mentre all’industria pri-
e, ﬂl:ﬁdum il edmpito della rivrganizzazione
lnl'll:uyhrl-l“m'm .L.leri i{uP_ianli urbani e di quell
. rianl;: i minore imporianza.
ity gy 12 i di questa innovazione furonu cons
ko - Ol L’Azienda di Stato per i servizi te-
ey Cly costituita anch’essa nel 1925, allivo in
;.. Slone () tempi le varie tratte del eavo tele-
Hogp, “lterraneo che, innestandosi a quello esi-
. "4 Torinp, Milauno ¢ Genova, serve ord
il Meggiori centri della penisola e delle Si.
i m:;m"fmﬂf' pure posato un eavo sottomarino tra
8 nouif‘-nlu ¢ la Sardegna.
fer o= State impiantate 50 stazioni amplificatrici,
gy 55 queste sono stati {:ufilruili prposil_i fab-
“’"ﬂ]e. ¢ dispongono pure di alloggi per il per-

aﬁant:v,“ in esercizio ha una lunghezza di vlire
I u,“‘“'ﬁl'i, e su di csso somo allivi oggi ol-
thijy, “reuiti con uno sviluppo di circa 250.000
Yeyrn i che hanno permessu comunicazioni di-
th I A le cita pit lontane dalla penisola non-
itang Estensione del servizio internazionale, li-
Thias lllel 1922 con sole 6 Nazioni suropee, con
oy M gli Stati del mondo.
i ,lt;e“da- ha inolire provvedulo ad impianti
ey llﬁquﬁllzu sovrapposti ai circuiti reali esi-
| éﬁi;llmlﬂaulu di ‘lmrlicn]:lri apparecchiature
'ltﬁli ah 'mm?“ la chiamata interorbana diretta
3ig : onati di altre reti con evidente vantag-
Te o celerith del servizio,
! M’-"ﬂxerﬁ concessionarie da parle loro, hanno
& ant‘f alacremente allo svolgimento del pro-
g"le "hadi lavori imposto dalle convenzioni e ad
latg rete telefonica interurbana dello
Vg mfgwé Fimpianto di notevoli fasci di co-
< Ubag .
‘mp“ﬂa °P‘ geree e la messa in ppera di aleani
L ﬁlltun. eavi sotterranei.
g prinm?“tlﬂzllmmm del serviziv urbano e stata
Bl l'llsﬁ.u_curu delle Societa concessionarie.
m“ﬂgn Ia "“‘” la Nazione ove tale sistema rag-
?}"lici . Pilt alta percentuale di abbonali auto-
87 o Petto ol totale degli abbonati, oltre al-

"3‘ ]
Oy :
'}“'I'E i a:m‘ haone inolire provveduto ad esten-
ly m“‘f'ﬂﬂ telefonico urbano nei centri ro-
Dy Alizzando intere zone,
!'hnl q“adm a . - x

0 cruente si rileva lo sviluppo as-

.y 30y : -
Bimg, 1, Crvizio telefonico nel ventennio del
ﬂicimn_

14922 | 1542
| |
Centeali urbane . ., ..., BIN. 439 | 3,140
Potenzinlith in numeri.. » 145,000 711.000
Ahbonati collegati ..... aj 124,900 602,898
» di cmi amtoma- 555

IO e e s wse s iie by aE ¥ 7.055 525.123
Ullici & posti pubbliei . . 0, 5.109 18000
Livee internazionali. .. » J 20 114
Linee interurbane ...... =, 1.470 7.900
Lunghecea cireniti acrei. .kt 74,426 170.000
Tungheszeza civeultd in cuyo o — 402.000
Conversagivni ioterurhana_ N. 11. 800,000 45,902,339
Intraiti per gervizio inte-

TUEDEON 2 = o' s 5308 simalbl s 49,000,000 | 265.000, 000

Le radiocomunicazioni hanne formato oggetio
di particolare impulso da paric del Regime, di-
retto specialmente alla maggiore efficienza dei ser-
vizi. alla sicurezza della navigazione ed allo svi-
luppo della radiofonia, puotente mezzo di diletto
e di educazione del popolo.

L' Amminigtrazione P. T, ha costituito a Col-
tano un centre multiple di radiocomunicazioni
(in telegrafia e telefonia) formito dei piu pro-
gredili mezzi teenici ad onde corte e medie e per
tanto eapace di cornspondere eoi piroscali ido-
pesmente attrezzati, navigauli in qualsiasi mare.

Uno speciale impianto radiotelefonico  con-
giunge la Sardegnu al conlinente: numerosc altre
stazioni radio completans la rete costituita dal.
1’ Amministrazione per assicurare nel mode piu
completo ed efliciente il servizio radio maritiimo,

Le radiocomunicazioni fra punti fissi sono al-
Adate alla Sovieta Italo Radio, che ha realizzato
numerosi collegamenti europei ed intercontinen-
tali: attivissimo oggi & il traffico con IMalleata
Gilappones.

Il servizio radiofonieo fu introdotle in Italia
dal Fascismo mnel 1924 con la attivazione della
stazione di Roma.

Da quel modesto inizio, si & pervenuli grado
a grado, con ininterrotia coslanza di provvedi-
menti e di realizzazioni, all’odicrna attrezzatura
dell’E.LA.R. degna di stare a raffronto con le
organizznzioni dei grandi Stati esteri,

Oggi la rete radiofonica italiana conta 34 sta-
Zioni trasmittenti ad onda media, per la comples-
siva potenza di cirea 600 kw gd un grande centro
imperiale ad onde corte che dispone di dodiei
onde. con le quali irradia le nosire emissioni in
tutto il mondo e nelle pin diverse lingue.

' yuesto centro che annunzieri al mondo la
fine dell’attuale conflitte con la vitloria totale
delle armi dell’Asse.




ELEMENT DI CALCOLO OPERATORIO FUNZIONAL

Risssunto. — Si espongono per sommi capi le basi teoriche
del calealn operatorio funzionale o eimbolico, gecondo la
comeeziona del Gronor. Partendo dai concettd fondamen-
tali sni sistemi fisici retti da legei lineari, vien teattato
del probloma generale di volutnzione delle eepressioni
simbinliche, dell'uso delle funzioni impulsive ed o gra-
dinag, ¢ quindi delle funzioni generntriei degli OperoLori,
ean le relative gemernlizzozioni, Si aocenna poi alla
relazioni reeiproche fra funsioni operntorie e genera-
trici, ed nlla formulezione sirettaments trasformazionale
del caleolo simbolies. Vien trattoto dell’ésceuziona pra
tica, analitica o grufica, delle valutozioni, e dell’uso
delle propricta lineori per la semplificazions dei problami,
Alcuni escmipi numerict gono intercalati nel testo, come
chiariniento. Scguons infine: unn tabella di operatori
con e velative funrioni generoteici e generatriel integeall,
eil oo lista hibliografica.

£ 1. — Premesse.

Lo seapo di questo seritto & il spguente; trat-
Leggiare 1 punti essenziali del ealcolo operatorio
funzionale o simbolico in modo da permettere,
al tecnico che non sia in possesso di conoscenze
matematiche che lo abilitino allo studio proficun
delle monografie originali, o che non abbia il tempo
di dedicarvisi, una visione possibilmente abba-
stanza chiara dei principali fondamenti teorici
¢ delle modalitd applicative,

L'importanza del caleolo operaroris per la trat-
tazione di innwmerevoli problemi della teenice
e della scienza & ormai troppo nota perchd =i
necessario  spendervi  parole,

Ricorderema, prima di entrare propriamente’

in argomento, che mentre i@ primi concetti del
caleolo simbaolico risalgono agli studi di G. Boonn.
di A, R. Forsyra, e di altri, sulle equazion:
ditferenziali lineari, & staro (0. Huavismon a
tentarne DPapplicazione sislemalica a (uestioni
della teenica, ¢ particolarmente di eletrroding-
mica. con discreto successo di risultati pratici,
ma senza dar luogo ad una vera teorin rigorosa
#d esauriente. .

G. Gronci, con aleuni lavori prineipali pub-
blicati rispettivamente nel 1903 ¢ nel 1905, ¢ con
altri minaori, rielabord interamente su basi origi-
nali il caleole operatorio funsionale, dandogli
un assctio rigorosn e foggiando con esso un an-
gilio sicuro di indagine matematica, bene appli-
cabile ai problemi pratici ¢ denso di concett:
assai aderenti alla forma mentis dei teeniei, 1l
detto autore in tale sua opera =i @ particolar-
wente basato sulla teoria generale delle opera-
zioni lineari o distributive, su quella delle fun-
zioni di variabile complessa, e sulla teoria delle
trasformate di LAPLace e degli integrali di Fou-

280

* sostanzialmente sulle stesse hasi teoriche, Ia

fra e

iR, mostrando inoltre la connession® e
questioni del ealeolo simbaolico ¢ quell® 1‘15":1&.
danti le tevriv sugli spazi funzionali, sulls a.ue]r
nuiti delle funsioni, ¢ le relazioni con &
vati ed importanti rami della mﬂfﬂmﬂ“ﬁﬂ;ﬂu fi
Dopa il Gioner vari studiosi si ogcupar r,lﬁ
ricerche sul caleolo operatorio, press'a P”cﬂ“fw
medesimo indirizzo, eome J. R, Cagson, 2 g
wERr ed altri, Dal detto indirizzo si dist0 o d
veee per I'impostazione formale, sebbene E}Nﬂr

lazione del calcolo simbolico doyuta a B YA
Por, G. Dogprscn, K. W. Wacnug, qd.]ll1
pogeia in modo pit esclusive suila teop®
trasformazione laplaciana,
Noi cercheremo di non tralasei
csposizione, per quanto di necessiti ""“".Ei:, Tl
suntiva, gli aspetti che dal punto di VIS gl
rico, o da IIUE“U delle applicazioni, '.“ﬂ[ b
particolare iuteresse, Ui porremo ugst'.lml“t vt
Jdal punto di vista del Grorer, dando t“e gt¥
un fugace accenno alle vedute strettame?
sformazionali sopra ricordate. a0t
Alcuni esempi numneriel, intercalati lli‘al.t_"'ﬂ‘l;]u;ﬂ"
tribuiranno, i auguriamo, a renderlo piv!

§ 2. Concetti fondamentali sui sintﬂlﬂ_u niﬁ’
retti da leggi lineari, e sugli operatori

T

I problemi ai quali pii specialmente st adgtf
la trattazione operatoriale son quelli che efh}ﬂ
nono i sistemi fisici retti du leggi linears 45 it
meremo brevemente sistemi lineari, i’ﬂlei gl
quei sistemi (elettrici, meceanici, ecc.) I’f’ri'fu i
sia o possa assumersi valido il noto p“"‘ﬂ.u ;
sovrapposizione, eivd di indipendente L‘?"“,ﬂa b
degli effetti delle cause singole. Un sistd '.ﬁﬂ!'
neare cosiffutto viene inollre chiamat?® HI“EJ‘I’,'_
se 1 suoi «parametri fisici» (quali % .rl":}i

i # ! 1
eletiriche, mdulLuuzu, IlilE s, ulndl:ll_ 008
citd, ece,) possono venir riguardati com® ™ i
cio? non dipendenti dal tempo. 0%,

Sebbene in  qualche easo palrtil!'_l'lu‘r':d-ﬂpm i
wid opgi alfroutarsi, con il ealcolo s i fﬂl‘i
soluzione di fuestioni relative a 315.1.!*-“ ,_tﬂ'ﬂ_
uon normuli o addirittura non lirmﬂf'ﬂ,‘td, oo”,
I"applicabilita corrente del detto caIG:i'[“ = Hﬂsﬂf‘
siderare praticamnente limitata ai sistenn? Eaprﬂf
e normali. A questi ei riferiremo pertant?
samente nel corso di questo seritto. ¢ o

Un esempio assai tipico, ¢ che conviel: ul::
presente per fissare le idee, di sistemd 0 oIt
neare o normale, & costituito da un mrﬂ“u crh'ﬂ’
trico, comungue composto di resisten®




the -
h?' mdlllhlu':.n, papacili, concentrate o distri-
= nnltte invariabili, nel quale circuito un
Mengg tumr.rrl di forze elettromotrici, di anda-
ﬂ'li.ri_}, tmporale qualungue, dia luogo ad una
d e“n"_‘*iﬂ!:m, in genere pure variabile nel tempo,
byyi. Bt w i voltaggi, Possiamo riguardare
efE. im‘““l& come cause le varie f. e, m., ¢ come
tay,, | °Orrenti ed i voltaggl, Fissate le anzidette
ler, ;mﬁdmntc le leggi della lore variazione nel
pmpﬁ;tﬂa daty nutprulmcnte il circuito con le sne
W ape connessionali ¢ con i valori dei suoi
1,13‘.”3‘, -iu‘ restano  fisicamente determinati gl
t”mn altre parole -fra Ie- fm:minni _es]:r_rimm:li
531y Et:b_‘-[.uc]le esprimenti gli Pﬁrlﬁ_'!:’lc'ne ad
eina, bilita, attraverso la composizione del
Mg g 0 Q0 esame (cioi del circuito elettrico)
Pendensa funsionale che permette, almeno
Qu“ Z’mem-f* di passure dalle une alle alwre.
‘g,  PASsageio dalle une alle altre, o ciod dalle
E"‘I.iluggh effetii (v eventualmente vicevarsa)
. 5C€ una vera e propria trasformazione
cougettualmente od  effettivamente
%9 Com, con operazioni m.atr.mntichﬂ pi o
1 Prin Plicate a seconda dei casi.
i Ty, Cipio di linearitd ci rende perd poussibile
Uiy 8 Bere la postra altenzione su di una
“eeny, igola, per esempio una data f, e. m. Vi)
gy ful circuito e su di uno degli offetti di
B, " PEF esempio la corrente I{r) in un dato
Eﬁen ‘. Blremo pertanto ottenere la I{t) ese-
:}ﬂlica .,:u].la F{t) wma certa operazione mate-
mé:.&]tn Primente I'intercorrente dipendenza fun-
o .]::d‘flliumo con 'operatore €@ tale opera-
l.'“"h:; Atemo autorizeati a scrivere, simbolica-

H]'uuf
Eims = - e,
'ﬂrnmibﬂn

1(t) = 6 V1) .

L
:i‘ uP::;":iiPi_lrlicularissbiqw, f{uaai.hnnnhr per la
1’1}:' ; lta'rts'am'm Btrm.phmlﬁ, & ovviamente quello
i 1“.,““ -h: di un circuito unico avente solo la
ntnlln % o ed alimentato da una [ e. m. con-
lages  “OStante V. 11 valore della corrente si

) ; i
g algy, Ora, per la legge di Ohm, moltiplicando

g L valore della F° per quello della con-
tﬂﬂ,aa 1
B R Per I"analogia evidente con tale
aﬁsa' -
E*“Erigu :]P"l‘l;lco]am, gi da, nel caso del circuito
g ! fui stavamo ocenpandoci, la denomi-

d " " ¥
lg m:;”“flmuu;u Junzionale all'operatore 6.
brg “uttanza funzionale, in genere, non
top. 1 semplice moltiplicatore scalare
Iy,
[

ng 5
b & BArd composta, come vedremo ap-

2ig % i
n Er: Ti:l?" da contenere segni d1 operas
e Varje 1 £ @ di der_wa.zmnr_'. o di integra-
I"!rﬂ? a mﬁtoEHgl' genr_\rnl.l ai 1[11311'“!:1‘& soddi.
ing. Ye0ire r;tﬂutma degli’ operatori © possouo
1.,%'_51 ete;bi.lvatu senza fure dapprima alcuna
Qope 00 Minata sulla loro esprimibilitd in
gin:"!‘iu-qa 'L“Pﬂrﬂéiuui note, algebriche o di
Uiy di Tif, Astando per tale preliminare inda-
40, ™St al principio di linearitd gid am-

gy

Potremo esprinere precisamentse la lineariti
per gl operatori che ei riguardanoe. come segue:

« Uhiameremo lineare un operatore funzionale €
se esso soddisfa alle due condizioni: a) di con-
tinuita, b) di addizione ».

La prima di tali condizivni esprime che se una
funzione operanda tende a una funzione limite,
il risultato dell'applicazione, ad essa, dell'opera-
tore @, deve tendere a quello dell’ applicazione
di eszo alla funzious lumite, o in altre parole, se
una funzione operanda varia con vontinuita, anche
il risnltato dellapplicazione di @ alla steszn deve
variare con continuiti.

T.n seconda condizione esprime la proprieti
distributiva rispetto alla sommas

G (V4 Vit- -+ V) =0 F, + @Vt o 4OV,

che deve valere comungue siano scelte le fun-
gioni Vi Voive Vs

Ter gli operatori lineari vige la teoria delle
operazioni distributive. la quale & una dottrina
assai generale ed estesa, ed & stala svolta profon-
damente in Ttalia dal Pincnenie e dall’Avarpr.
In questa teoria, vengono chiamati « commuta-
bili s due operatori @,. @,, quando applicati
successivamente ad una generica operanda, danno
sempre lo stesso risultato, qualunque sia T'ordine
di successionc eon cui vengono applicati, ciod
quando =i ha:

6,10, V)] - 6,[6, Vo).

Ora un esempio importantissimo di operatore
lineare & dato dal simbolo dell’operazione di
derivazione vseguita rispetto ad una variabile
indipendente che denoteremo con £ (uesta opera-
aione viene indicata di solito con

d il
1 if e

Noi useremo perd col GIORGE, preferibilmente,
la lettera greea maiuseoln A, ponendo pertanto:

MPM:EIWL

(Per lo stesso segno di derivazione, gli analisti
dei trattati sulle equazioni differenziali usano
spesso la lettera p oppure D. La lettera 4 pro-
senta perd il vantaggio di distinguersi netta-
mente da quelle che non rappresentano operas
tori, e di evitare cosi equivoci).

Si dimostra appunto che l'operazione di deri-

d 5y :
vazione / — o [ diflerenziatore », & commiut-

tabile con gli altri operatori lincari. Di cid s
erano gecorti gia i primi trattatisti cho si oceupa-
rono di equazioni differenziali, i quali notarono
che 8 in certo qual modo pessibile vscogitare
dei passaggi, detti «simbolicis, in cui il sim-
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nt?
bolo 4 (o p. oppure D) viene manipolato come se  vori pubblicati nel 1903 e nel 1905 diede -ﬁl—'l’"lﬂ.
esso fosse una comune gquantitd algebrica, an- una teoria rigorosa ed esauriente del calcole ﬂiu i
zich® essere il segno di nna operazione. Ad vsem- torio. fornendn anche la formula gﬁﬂff“m“w
pio, invece di scrivere D'equazione differenziale valutazione delle espressioni simbuolich® drent?

lineare seguente, a questo modo nenti gli operatori j (4), come del resto “:,,1”,;1
meglio in un prossimo paragrafo. ':'ﬂfnr
ddy dy dimestrava fra altro anche i seguenti 110}
A T + B s + Cy = W) tanti teoremi: i1 4O
k U 12 Ad ogni operatore [(4) & possibi 6:5‘“’:

il significato di una determinatn traﬁf“r“::mulﬂ

funzionals linears e normale, che Ia

si serive simhbolicamente: . 4 . o
generale di valutazione insegna a troVEEE gl

: Oy = ) 20 Lo espressioni f(d) possono vemir® yb

; 40 QS T tate e trasfo:;nata cnn{n[ =]r-P:1J fosse il sin?
ciod: di una eomune quantitd algebrica. 0
(A4 B4+ C)y = V(). 39 Ogni operazione funzionale nﬂ'f‘ﬂfalill ﬂ’!
ogni dipendenza funzionale lineare ﬂnsmaﬂ;aﬁ’
B : d - racseres g _ comportamento di un sistema fisico & P 3w

continuando a trattare A come se fosse una .o oo eopsli 0 venir messa sotto la form?

quantitd numerica, si pud adesso anche ricavare oo a4ore }- A) ot
la v, dimodochd =i ottiene per essa l'espressione PVn u.{:uannal.u espressamente, che nelld !; o
x simbolica »: dissima maggioranza dei casi che inferes iz- I
- ' e (1) teoniea, trattabili con il calealo o erﬂ'“:ﬂh f
Y AA 4+ B4 4 C variabile indipendente ¢ rispetto alla {1 fpr

intende eseguibile I'operazione di derivazi® .ﬂui-']f
[ . rispondente all’operatore fondamentale 4,0

A q:festa espressiane Non posslamo perc dssegnare  ogn il tempa. 1 FI:I'
senz’altro un chiaro significato. Mentre difarti @ ‘Passiamo ndesso al modo di affrontare i ﬁd’J
possibile di interpretare subito CEPIESSiONi COME  hluma penerale di valutazione delle espre?
per esempiv A%, che rappresenta ovviamente o4 o100 [(d) V().

la derivazione iterata N volte, oppure —L—-{!hu:

denota 1'operazione inversa della derivazione, e § 3. — La risoluzione teorica
ciod 1’integrazione, per contro non iﬂ_manift-- del problema generale di valutazion®
stamente possibile dare una interpretazione che e
ia i diatamente ovvia® oTi : oL, - h et
::‘EE:H:::"I_': 2 R P Qualche tentativo di arrivare in made .tlﬁi]-nb'?
SLSCRUSI tico alla interpretazione delle csprnsulﬂnl.l qﬂf-l{
I had i e liche era stato gia farto da HeavisinE ;lﬁr;t":'
F——— 383 e OBNRA Y ad esempio cercava di decomporre ghi °k gait
AMLBALC IV 4+a A i st AL L
in somme di un numera finito o ANCHE ety
(serie) di vperatori pit semplici. Egli ;“n EE;.‘
cind per espressioni aventi la forma di funsiont di preferenza alle serie di potenze, WM& 14

i
gﬂl‘!h!ngﬂﬂ f(d} |:i11 ZeNere 'pp,rﬂ. “ﬂulitiuhu} del EBtono PHI‘T} delle ragiani teoriche per G“IB'\-""‘E
simbolo A. procedimento non si presta allo ﬁﬂﬂP“hnﬂa f
Il calcolo operatario funzionale del Giorer il Giorc1 ebbe I'idea feconda ed opPf l,spoﬂ";.
si oceupa appunto degli operatori f(4) e del mcorrere agli aviluppi in serie difum‘-’lfm,‘m dith
mode di ricercarne la interpretazione o veluwta- #iali. La ragione della particolare idonct nl‘ipﬂr
sione, civd di trovare quali effettive operazioni modo di procedere sta nel fatto eche ,]B ﬂ-nﬂiaﬂ
lineari si possano ad essi far corrispondere. Il psponenziali presentano rispetto “!l ':Trinnﬁﬂ:
problema fondamentale di tale caleolo & dunque di derivazione un comportamento 1“:': iﬂ’Fﬂ[e.
manifestamento il seguente: ¢ Data una espres- che del resto da luoge alla loro pectt lﬂ_ﬂto ‘ra‘qi
sione ud equazione simbolica del tipo tanza nell’analisi. Si dimostra che 8500 A
per la Leoria scomporre gli operator! 1"; f“[#,
(1) — £ (4) V(o) c..apnrnonzmli, quanto scomporre 1111:'9_“ 50
* zioni operande: i risultati sono ident1Cl: H‘;ilﬂPP
posizione delle funzioni operande 18 :
nella quale f(d4) rappresenti un vperatore diffe-  esponenziali & perd particolarmente -"lﬁmwnpl’n
renziale avente la ¢ forma » di una funzione ana- poiché & intuitivo che il principi® ..,;ﬂf""ﬂt
litica nota di 4, e la P(t) sia una funzione ope- sizione o di linearita ¢i autorizza 4 HE inft
randa nota; si tratta di trovare quale JF(r), ciod le eanse complesse in!somme di paues
quale funzione di t non contenente A nella sua for-  parziali. ttl 4l
mulagione esplicita, permette di dare un conercto (ra & noto da tempo che se &i "Swgf;ﬂf[di
significato all'aquazione simbolica di cui trattasi. funzione esponenziale e ad un ﬂP“f“}lniia- s
Questo problema & stato risolto in maniera esau-  esprimente un complesso, finito od 1% " ¢!
riente dal Groncr ehe in due notevolissimi la- operazioni derivazionali, si ottieny I I




fatg | S s . vy
solg unzione atesia come invariante, cioe

moltiplicata per un adatto fartore numerico:

f(d) e = f(n)et.
Py

:i]"e"Prelt:,E?::!:n“n.;{"“ proprietd invariantive, la
wie e elle espressioni .mmbnhche i
v 0 immediara quando la funszione operanda
h,nﬁ““f’“ﬂﬁnzmlu. Si comprende quindi come
wTi“f::Er seomparre. l'operanda generica in

Ppo ﬁgponcnzmle, per Tlnl.i'.l" conseguirt'-
lygq iﬁ;l alineno teoricamente. la desiderata va-

Deragy: ¢ il noceiolo fondamentale del caleolo
Prajpy 0 del Gromer, Tale concetto, per la sua
irie ih: generale realizzazione necessita perd
¢ eonsiderazioni.
B !11.-1‘mm”:‘fll.‘r.qlu| pecorre esaminare le possibiliti
Tieg Uppo, in serie di esponenziali, della gene-
i g allnmmm operanda, oppure. cid che come
ftto fa lo stesso, dell’operatore.
1 Bl 1
_Vuol dare alla trattazione una sufficiente
L “a:.i, adatta alla utilizzazione nei pin sva-
p.']“lihi[ ! pratici, occorre limitare quanto meno &
Sk 1l campo delle funzioni operande ammis-
eap -i.::,um“md". di introdurre anche quelle di-
ut: con discontinuitd di ordinata, o di
mf“hili B ecc., purchd perd siano funzioni inte-
ay, ].la un solo valore. Si arriva cosi a deli-
Maion; vampo, vastissimo e comprendente
Hni fos _nh'lclm non analitiche, delle cosidette fun-
Tel], E"“ . (Grorei) che suno praticamente tutte
itngg Dbtfﬂssnlm interessare nei prohlemi della
Se 1y r' '?"ﬂ tecnica.
ey, tu"'-zlunc operanda (rappresentante 1'anda-
fisie, ﬁhz'npﬂraln della cuusa agente sul sistema
trye e 31 esamina) & perindica, pur avendo un
llg,, ° Somunmue complicato entro il periodo,
L T per lo sviluppo in esponenziali basta. eome
Enera], ?nFer,“" di FoURIER ciod una somma in
N, ol Lita, l'!l una infinitd numerabile di ter-
Hap s uno dei quali & costitnito do una fun-
lrll'lgn{ r"]onf‘ﬂ'dn]n oppure una funzione di tipo
e :‘ ®, moltiplicata per un coeffiviente ge-
zl‘ﬂi .rlar':m"““il Huun&ssiuna‘dni termini tende
Per Ote a gzery, Se invece la fumzione
non @ periodica, allora la serie di
o hmas;lﬂm-l 1“=' piit aufficiente allo  sviluppo
e dg; e ¥lo ricarrere II.H'I"IHEgr‘ﬂIG di Fourien,
Tuesyq 4 serie costitnisee la generalizzazione.
“mﬂtahipmwgml" compare Lon  una infinita
[E Min; u; ma hensi una infinitd continua di
?:.:rf“"'ma ﬁ?ﬂrlriali ed esponente complesso
diﬂfme del tprllp_ca?-n). n‘t:neﬂhmn‘rn- che sta a
dnt:m“ziu ik ‘P:lol:}ne penerico ha pereid carattere
"-'ieh? del 'r'alul._-p # infinitesimo, essendo il pro-
f uientun mu[:-‘-'ﬂ_lultu da l..I.II.R certa o funzione
e, iplicato per il differenziale della
N tomplessa,
Pr “?ngun che mentre una funzione indica
“Minaty da Ay : s,
e una infinitd numerabile, cio?
mh"‘mti) ori (della frequenza delle onde
Per contro una funzione non perio-

dica d determinata da una infinité continua di
detti valori.

In altre parole, se voglinmo sviluppare una
funzione qualunque come combinazione lineare
di esponenziali, abbiamo bisogno, nel caso gene-
rale in eni eventualmente manea la periodicita,
di una infinita continua di funzioni base. Noi
possiamo, intanto, rappresentare nel modo se-
cuente la funzione da sviluppare. Consideriamo
col GIORGT uno spazio avente una infinitd conti-
nua di dimensioni (astragzione non eccezionale
in matematiea) nel quale pereid si possa scegliere
una infinita pure continua di assi coordinati,
che supparremo ciascuno relativo ad ognuna delle
frequenze complesse (esponenti complessi delle
esponenziali), Se prendiame su ciascuno di detti
asei un vettore proporzionale alla intensitd con la
quale la corrispondente onda esponenziale com-
pare nello sviloppo della funzione (ein® propor-
gionale al corrispondente termine dello sviluppo),
otterremo, come risultante di questi vettori, un
vettors che sard diverso per ogni funzione consi-
derata, e quindi che pud servire da immagine
della funzione stessa. Avremo pertanto conse-
cuita la possibilith di una rappresentazione di
tutte le funzioni fisiche in uno spazie funzionale
ad una infinitid continua di dimensioni.

Questo spazio funzionale, si noti, comprens
dendo tutte la funzioni fisiche, si estende ben
oltre il campo analitico, e consente pertanto la
rappresentazione di fanzioni discontinue ecome
quelle a gradini, oppure date con diagrammi
grafici, ecc. (=pazio funzionale nen analitico).

1 raggi coordinati, essendo relativi ad esponen-
ziali. restano immutati, per le proprietd invarian-
tive delle esponenziali stesse, quando si assog-
getta lo spasio funzionale ad una trasformazione
dipendente da operazioni di derivazione, ciod
espressa da wn operalore f(A): essi  costitui-
scono i raggi invarianti dello spazio funzionale
coel costruito,

Noi nen ei addentreremo nelle interpesanti
conseguenze che ai possono dedurre utilizzando
la descritta rappresentagione iperspaziale: ab-
biamo volate nccennarvi perchi essa costituisee
un utile e chiaro meszo di risualizzazione men-
tale dell'importante concetfa, fondamentale per
il nostro argomento, dello sviluppo di una fun-
zione fisica qualsiasi in esponenziali od in altre
funzioni base.

Alla fine di questo paragrafo diamo un esempin
elementare, di rappresentazione di funzioni in
uno spazio funzionale a tre dimensioni.

Tornando allintegrale di FoUnreR ricordiamo
che il Groner, gia nel suo fondamentale lavoro
precitato del 1905, sviluppava la funzionme ope-
randa generica V(t) secondn tale integrale, nel
modo segnente:

4 te
vit) = [A(w) e dw

]

[1]

ove la funzione A(w) rappresenta Iandamento
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della intensied del termine esponenziale dello
sviluppo, ed & data dalla farmula:

+m

"i{“'} == T"':T; I’ll:'l']- e (It . [2]

—
.

Ricordando la relazione generale
f(A4) ert = f(n) e

che esprime linvarianza delle esponenziali di
fronte agli operatori derivazionali f{4), ed appli-
candola al termine generien dell’integrale di
Fourier [1] si uttigne:

Fie

Ay Vit) = [A(w) fl10) ent dro 3]

p—

ed ancora, ponendo per A(w) la sua espressione
data dalla [2] si scrive:

+iw =

f(d) Viy) = Tj-:fdur ]f(w}e‘-‘"e"” Vi) dr - [4)

—fm ==m

Abbiame cosi la formula generale di valuta-
zione dell’espressione simbolica a primo membro,
sotto forma di un doppio integrale di Founirn.

Importa vsservare che le due formule [17 & [2]
gtabiliscono nuna corrispondenza funzionale tra
le due funzioni Ft) ed A(w), corrispondenza
che non & altro che un caso particolare della
cosidetta « trasformazione di LAPLACE ». Ilesta
ensi fissaro ehiaramente che la fondazione otte-
nuta dal Giorer per il sue calcolo operatorio
funzionale riposa essenzialmente sulla teoria di
detta trasformazione, Abbiamo voluto espress
samente mettere in evidenza questo fatto, al
fine di mostrare in maniera inequivocabile che la
prioritd del ricorso a tale trasformazione spetia
alla scuola italiana del Gromrcr iniziata ed indi-
rizzata.

Allo scopo di rendere la formula [4] valida anche
di fronte alle piir sottili esigenze di rigore mate-
matico, il Giorct la completd ulteriormente,
munendola in un fattore opportuno di conver-
genza, e di due passaggi al limite, da intendersi
eseguiti in un ordine determinato; noi perd non
insisgteremo su questi dettagli, tanto pin che le
furmuls di eui trattasi, che necessariamente
vengono ad essere pintlosto complicate, seryvono
pitt che altro per la legittimazione teorica dei
procedimenti, mentre invece per la pratica esecu-
zione dei ecaleoli applicativi eonviene fare uso
di espressioni pit zemplici, e specialmente di
quelle che si ricavano in seguito alla considera-
zione delle epuse di andamento discontinuo ele-
mentare, espresse cioe da funzioni impulsive o da
funzioni gquasi costantt (a gradini), come del
resto si vedra pin oltre,

aGg4

gl
L'importanza del tecrema di GIORGI Eﬂglﬂ ab
dalle formule [3] ¢ [4] & fondamentale Fﬂl:] i
colo operatorio funzionale, Inoltre nmwdl;ﬂn&
guenze si deducono da esso, e fra I'altr0
palmente le seguenti. . el
Anzitutto va precisato che l’intcgrﬂzlﬂﬂﬁmlﬂf
dentesi fra i limiti—iee e -4 i o, che M[uﬂi"
nelle formule [3] e [4]. va intesa «.:«.llrll.lflfﬂ?“’I 2l
una linea continua qualsiasi. nel pian?
variabile complesza 1. lie¥
Le formule anzidette sono Pertnnlﬁ_alll: [s
bili a tutti gli aperatori f(4) per 1 quali: "ng'uu'
sostituzione di w al simbolo A, si OHE%G,
funzioni f{w) aventi un campo di esiﬁtﬂ’?za
880 [ciué jujntcrroltcr" estendantest Itfa E[II'
limiti. Si dimositra ehe le varie linee di % fier
zione, che si possono arbitrariamente ﬂ::figﬂ-ﬂﬂi'
danno tutte valutazioni ammissibili, perd ¢ e
ficato ben distinto, e fra di queste und, ! ol
tazione fondamentale, corrisponde ad unt P el
che lasci a sinistra tutti i punt singolé™ jq
funzione f(w), come @& ad esempio il Pees
costituito dalla semicirconferenza di IQEE";{G o
nito situata a destra dell’asse immagi®
piano complesso, At
Con questi rizultati teorici, si vengono 4 m' ot
in relazione le warie proprictd degli "1“"“ dé
fld) (e quindi, c¢id che pilt importa, .ﬂﬂEanf
sistemi fisici dei quali essi esprimono ll_EU{ ‘ﬂl
tamento) con le particolarita delle fuu:ﬂﬂnfuﬂ“u-
dei quali gli operatori stessi rivestono 18 e
Per eécmpio, 81 ottiene come nnnanguenﬁﬂl:li P‘f
tante che dallo studio dei sistemi fisici T€% b
sono aolo originarsi operatori f{4) aventi i ™
di funzioni f( ) elomorfe nel semipiano P® g
g 108 non aventi, almeno al finito, puntt Eﬂun-c;l:f
posti a destra dell’asse immaginario. g
ad interpretare fisicamente questo fatt® Soja
matico, con Dessere qualunque sisten®, o
reale sempre obbedients al cosidetto P atV
di estinzione, secondo il quale ogni 4™ dr
libera, ciod ogni evoluzione spontanca ot sint?
zionata da cause esterne al sistema, tende & - Jf
ticamente ad annullarsi (ciod tende allo ats 3
riposn) col trascorrere indefinito del tﬁmidélf
vengono cosi a collegare le proprieta forms : Lo
operatori f{4) originati dallo studio dei # Jin"
fisici, con il secondo principio della tﬂ"’jo ot
mica, il quale appunto insegna che net fert !
naturali I'energia inevitabilmente degrad? ey
a dissiparsi interamente sotto forme sctIEP“I &
idonee a causare zpontanee trusformaziont

getiche.
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LEsempio n. 1. — Rappresentazione di und ﬁmﬂﬂ

in uno spasie funzionale. :
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Accenneremo, a modo di chiarimento =1 q‘;ﬂ v

detto nel corso di questo paragrafo, RII “i ol
casv elementare di rappresentazione di u?

zione in uno spazio funzionale, y '“,g 7

y, Consideriamo la classe delle funzion raf'l l"]'r‘l
tanti grandezze alternative di [requent?
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J 4 fondamentale. Cid equivale a conside-
3

!D-

e Flr.-:uuy‘ COMNIETENTE IN UNA (OMRINARIONE LINBARE
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Yy, z"‘“lmnt}u F' & individuata dalle tre quantiti
Phugg, :'uf quindi dal punta P di coordinate x, v, =,
ph"—lq tre ausi D[tuguuﬂli concorrenti in uu
: Pron o oppure anche dal vettore P-0O,
!’ll dig Ao come esempio la funzione cspressa
&mntgfﬂmmn di fig. 1, la cui equazione & la
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Data una generica funziona del tipo F, basta
dunque eseguirne Ianaliei armonica per trovare
aubito il vettore immagine. F chiaro che se vo-
gliamo estendere la rappresentazione a funzioni
che siano ecombinazioni 11’mfnri di pit di tre fun-
zioni hase, dobbiamo allora necessariamente ri-
correre ad un numero maggiore di assi coordinati,
in un iperspazio a pit di tre dimensioni,

Come ® ovyio, la rappresentazione vettoriale
sccennata in questo esempio @ ben diversa da
quella abituale in elettrotecnica per le gran-
dezze alternative, nella quale le funzien: base
som due, e precisamente due sinusoidi di pari
frequenza ed in quadratura fra di loro (corrispon-
denti ai vettori unitari sugli assi coordinati).

§ 4. — Uso delle fuszioni discontinue semplici.
Funzioni gemeratrici e funzioni caratteristiche
degli operatori.

Dato che in base al principio di soprapposizione,

nasia per la linearita, & ammissibile di considerare
separatamente Ueffetto delle singolc couse, sorge
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Fie. B, FAFFRESENTATIDNE § 0N VESVLINEALR
PELLE FOSTIONR TMPULAIYA UNTTARLE Fu (H),.

del tutto ovvia l'idea di decomporre le cause
complesse in cause sempliel.

(lonverrd pertanto vedere come possa imimagi-
narsi decomposta una funzione operanda gene-
rica in clementi di tipo semplice, ciod sostanzial
mente in elementi di pidt facile trattazione me-
diante gli operatori.

Si prestano per esempio gssai bene ad eascra
introdotte come funzioni elementari semplici in
questi ragionamenti, le osidette funzioni impul-
sive. Una funazione impulsiva & quella che rap-
presenta un impulso (meccanico, od elettrico, ece.)
di entitd finita, per esempio unitario, concen-
trato in un tempnseclo di estensione infinitesima.
La funzione impulsiva unitaria, denotata dal
Grorer con la notazione Fu(f) ha pertante l'an.
damento convenzionalmente indicato dalla fig. 3;
la sua introduzione non pud sorprendere 1 tecoici,
abituati a lavorare con analoghi concetti, come
le forze concentrate, le masse o le sorgenti lumi-
nose puntiformi, e gimili; enti tutti che a ben
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